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图形学中PRT使用球谐函数来预计算光照信息。

网上找到的球谐函数的相关数学原理比较凌乱，有些讲的也不是很清楚，所以自己以数学专业的角度整
理了一下。

用到的数学知识：

微积分（数学分析）
线性代数
复变函数
泛函分析（较少）

注意：下文中的单个字母上标，如果不是标在括号上，一律不代表“幂次”。

内积空间  

考虑空间 ，即，在三维空间单位球表面上平方可积（模的平方在球面 上的积分存在且有限）的
函数全体。在该空间上定义一个（复）内积（类比于向量的点乘、内积）

这样的话， ，

即定义了一个范数 （类比于向量的长度）。可以注意到，如上定义的内积总是有这样一些性质：

类比一般的线性空间，我们想找到一组正交系（正交基），这样就可以引入类似于坐标这样的概念。内
积空间中的一组规范正交系，记为 ，需要满足：

其中
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连带勒让德多项式  

连带（也称伴随）勒让德多项式是一组在 上的正交系。连带勒让德多项式记为 ，其中
， 。它没有简单的显式表达，但可以递推地求出。它满足

即，在 固定时， 与 正交，其中 。

对于 的情形，推广定义：

球谐函数（复数形式）  

定义球谐函数如下：

其中 是归一化常数，即， 是使得 与自身的内积为1（范数为1）的常数（总是实数）：

考虑内积：

展开计算（注意到 ）：

拆开 和 相关的项

如果 ，那么

时被积项退化为1，积分值为 。于是

现在设 ，由于连带勒让德函数的性质以及 换元可以立即得出

通过以上讨论可以知道，当且仅当 且 时上述内积非0。又由 定义，我们得到

从而全体复球谐函数成为一组规范正交系。
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球谐函数直角坐标表示  

引理.  是关于 的 次多项式，可以写成关于 的 次多项式与关于 的 次齐次
多项式 的乘积。

Proof.  先考虑 的情形。

根据递推公式

其中 为一般的勒让德多项式。于是

其中

因为勒让德多项式

是一个关于 的 次多项式，从而 是一个关于 的 次多项式。因为在 上 ，所以
是关于 的 次多项式。于是

这就说明了对于 的情况成立。对于 的情况，与 同理可得，结果可写为
。证毕。

无穷维坐标与帕塞瓦尔公式  

假设我们有一组希尔伯特（范数完备的内积空间）空间 上的规范正交系 。对于任意一个点
，我们可以将 写为如下形式（定义与为什么可以这样做的证明稍繁琐，可以参考任意泛函分析教

材，不详细展开了）：

写成无穷维坐标形式即 . 利用规范正交系的性质我们可以得到

以及内积空间上的勾股定理的推广帕塞瓦尔等式

对于球谐函数系，即 ，我们可以写成
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以及帕塞瓦尔等式

球谐系数

球谐函数（实数形式）  

复数形式的球谐函数一般而言并不好用，就比如上面计算系数的积分，如果球谐函数是实值的，能省下
很多麻烦。

我们用球谐函数的复数形式的 举例如何构造实值球谐函数。前面我们已经证明了它们满足
规范正交系的性质，我们任取 ， 。这时候一定有

也就是说，对于函数 ，如果满足

那么

如果我们从全体可以写为 的函数（即 张成的线性子空间）中，重新选出三个
相互正交的、实值且范数为1的函数来替代掉原本的三个 ，这样构造的“球谐函数族”仍然是规范正交
基，虽然它可能不再是物理或数学上普遍使用的球谐函数。

实际上这样做的时候，我们总是把 和 这一对函数按照上面的方法重新选择。注意到 与
形式非常相似，我们总是可以将它们两个作为一对派生出新的另一对 ，比如相加之后除以 再取虚
（实）部，相减之后除以 再取实（虚）部。另外， 总是实值的，不需要重新选取。以及， 总
是可以替换掉 。

上面的讨论说明了实值球谐函数的选取方式非常多，主要看实际应用中你想如何定义它。实值球谐函数
的例子，可以参考 en wiki的实值球谐函数表。

投影  

对于任意一个定义在球面 上的函数 ，我们有分解

如果我们只取其中的前几层，比如 ，就得到了 对子空间的投影

是在 的所有球谐函数张成的空间里，最接近  的那个。因为根据帕塞瓦尔等式
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对于 球谐函数张成的子空间，这一差值的范数至少是 .可以注意到，如果层数 取值越大，
对 的逼近就越好。

在图形学中我们一般用投影 来代替原本的 ，这样做一是因为我们不可能算出无穷个球谐系数 ，二
是取前几层得到的投影在大多数情况下，已经非常近似于原本的 。

球谐函数的旋转  

根据施密特正交化，我们总是能轻松构造出一组规范正交基，除了球谐函数，当然也可以选择别的规范
正交基来做分解。使用球谐函数是因为它们的另一个优秀性质：快速旋转。

考虑一个旋转 。 与旋转 的复合，仍然是一个定义在 的函数。

对于 与 的复合，必然也有

但是，对于球谐函数而言，实际上可以写成

其中 和 有关。也就是说，第 层的球谐函数与任意旋转的复合，仍然在第 层球谐函数张成的子空间
内。这一性质与三维旋转群 的不可约表示密不可分，严格的证明可以参考物理学中的群论（第2
版）。

至于如何解出上述的 ，实际上我们可以把它看成解一个 元线性方程组，那么我们自然需要
个方程。取 个不同的球面上的采样点 ，得到 个等式：（有的说

法是将采样点投影 为球谐系数，这一说法是非常不严谨的。球谐函数分解的是 上的函数，而不
是 上的点）

记矩阵 ，向量 ，向量

。则得到方程组

于是（若 可逆）

这个等式只解出了 的旋转。现在假设我们待旋转的 在第 层上的球谐系数是 ，这一层的投影 可
以分解为

则
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把所有列向量 合并，写成矩阵形式 ，同理 ，得到

项新的系数是 ，写成一列，即为

实际应用中，矩阵 的值是可以预先算好的，因为 与输入的旋转 没有关联，也就是说，只要选取的
个采样点，能够让算出来的 是可逆矩阵，那么这些采样点就是良好的。我们可以直接计算出

，需要进行旋转时，只需要用 计算出 ，即可得到旋转后的球谐系数。

如果你在别处见到的结果是写成 的，而不是 ，那是因为，在上面的讨论中采用的 ，相对于
那种写法是转置 过的，这样的目的在于，最终计算时用的是矩阵左乘列向量（数学上比较通用的写
法），而不是矩阵右乘行向量。

其他分解方式  

球面上当然也可以选取其他的方式分解，比如Zonal Harmonics以及Wavelets. Zonal Harmonics是一些特殊
的球谐函数旋转后的结果。Wavelets不适合快速旋转，但它应用于高频信息的保留时效果比球谐基好。
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